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Die vorliegende Aufgabensammlung dient als Grundlage fiir die Ubungen zu ,,Grundbegriffe
der Topologie”, die die gleichnamige Vorlesung begleiten. Die Ubungen und die Vorlesung bilden
eine untrennbare Einheit: der behandelte Stoff ist identisch, es laufen blofl die beiden jeweils
passenden Teile des Lernprozesses in der Vorlesung bzw. in den Ubungen ab. Ein Versténdnis der
einschléagigen Begriffe kann daher nur auf der Basis beider Veranstaltungen entstehen.

Die Aufgaben sind eng an den Ablauf der Vorlesung angepasst; die Kapitelnummerierung
entspricht der der Vorlesung. Die Aufgabensammlung enthilt eine Mischung aus ,, Routinebeispie-
len” (kiirzer, weniger anspruchsvoll) und lingeren, aufwendigeren Aufgaben, die zum Teil auch
offen formuliert sind; speziell (aber nicht nur) fiir letztere empfiehlt sich ein Nachschlagen in der
entsprechenden Literatur (fiir einen Uberblick siehe die Literaturliste auf der Vorlesungshomepage)
und/oder Gruppenarbeit.

1 Anschluss an die Analysis Vorlesungen.
Metrische Riume 1 — die Grundlagen

1. Bild vs. Urbild.
Seien X und Y Mengen mit jeweils mindestens 2 Elementen und f : X — Y eine Funktion.
(i) Fiir beliebige Familien von Teilmengen (B;);cr von Y zeige, dass das Urbild der Vereini-
gung (des Durchschnitts) der B; gleich der Vereinigung (dem Durchschnitt) der Urbilder
der B; ist. Kurz gesagt zeige:

f*l(UBi):Uffl(Bi) und f*l(ﬂBi):ﬁffl(Bi).

(ii) Fiir beliebige Familien von Teilmengen (A4;);cr von X bearbeite die analogen Fragestel-
lungen fiir die Bilder. Notigenfalls erzwinge die Gleichheit durch eine geeignete Bedin-
gung an f.

(ili) Fiir je zwei Teilmengen von X bzw Y vergleiche das (Ur)Bild der Mengendifferenz mit
der Differenz der (Ur)bilder. Welche Eigenschaften von f fithren zur Gleichheit.

(iv) Fiihre das analoge Spiel fiir das Komplement einer Menge in X bzw Y durch; genauer
vergleiche das (Ur)Bild des Komplements mit dem Komplement des (Ur)Bilds. Gegebe-
nenfalls stelle wiederum die Gleichheit mittels geeigneter Bedingungen an f her.

(v) Vergleiche eine Teilmenge von X mit dem Urbild ihres Bildes und eine Teilmenge von
Y mit dem Bild ihres Urbilds. Gegebenenfalls ...

2. Normen auf R™ (vgl. Vo. Bsp. 1.4(i),(i1)).
Zeige, dass die folgenden Beispiele tatsédchlich Normen auf R™ sind.

() (R 1) wobe i 3 lei] () (%] o), wobet el = max e
n . = » 1/p
(if) (R",]] [l,), wobei [l2], := (D lasl") " (1< p < o0).

i=1

Hinweis: Die Dreiecksungleichung ist genau die Minkowskische Ungleichung. Stobere
diese in der Literatur auf und verschaffe dir einen Uberblick iiber ihre(n) Beweis(e).
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3. |l ll2 fiir Funktionen.
Sei [a, b] ein abgeschlossenes Intervall in R. Zeige, dass

b
1]l = /jWVﬁ

eine Norm auf C%[a,b] := {f : [a,b] — R |f stetig} ist. Ist || |2 auch eine Norm auf der Menge
Co(R) := {f : R — R |f stetig}.

Hinweis: Hier muss die Cauchy Schwarz’sche Ungleichung fiir Integrale herangezogen werden.
Stobere diese in der Literatur auf und verschaffe dir einen Uberblick iiber ihre(n) Beweis(e).

4. Beispiele metrischer Riume (vgl. Vo. Bsp. 1.4 (i), (iv)).

(i) Zeige, dass auf jeder nichtleeren Menge M

doy={ § 150 1)

eine (die sogenannte diskrete) Metrik definiert.

(ii) Zeige, dass jeder normierte Vektorraum (V|| ||) vermoge

d(z,y) = [z =y (2)
zu einem metrischen (Vektor-) Raum wird.

5. Norm vs. Metrik.
Stammt jede Metrik auf einem Vektorraum V' (im Sinne von Gleichung (2) in Bsp. 4(ii)) von
einer Norm ab? Salopp gefragt: Gibt es mehr normierte oder mehr metrische Vektorrdume,
d.h. welcher der Begriffe ist allgemeiner?
(Tipp: Wie steht es mit der diskreten Metrik auf R?)

6. FEigenschaften offener Mengen.
Zeige, dass in einem metrischen Raum (X, d) folgendes gilt
(i) X und 0 sind offen.
(ii) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
(iii) Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.

Zeige durch ein explizites Gegenbeispiel (in einem méglichst einfachen metrischen Raum),
dass beliebige Durchschnitte offener Mengen nicht offen sein miissen.

7. Eindeutigkeit des Grenzwerts.
Sei lim,, 00 ©,, =  im metrischen Raum (X, d). Zeige, dass x eindeutig bestimmt ist.
Hinweis: Indirekt angenommen z,, — = und x, — y dann folgt schon y = .

8. Charakterisierung stetiger Funktionen mittels Folgen.
Beweise folgenden Satz aus der Analysis: Eine Abbildung f : (X,d;) — (Y,d,) zwischen
metrischen Rdumen ist genau dann stetig in z € X ist, falls fiir jede Folge x,, = z in X die
Bildfolge f(z,) in Y gegen f(x) konvergiert.

9. Hdaufungswerte mittels Umgebungen.
Ein Punkt z im metrischen Raum (X, d) heifit Hiufungswert der Folge (z,,), falls

Ve >0VN eNIn>N: d(z,,z) <e. (3)
Charakterisiere diesen Begriff mittels Umgebungen, formuliere also den Begriff Hiufungswert

in der Sprache der Topologie (vgl. Vo. 1.19).
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10.

11.

12.

13.

14.

Topologische Raume

Beispiele topologischer Riume (vgl. Vo. Bsp. 2.4).
Zeige, dass die Topologien aus Vo. Bsp. 2.4 (iv) und (v) tatséichlich die Axiome (O1)-(03)
erfiillen (und daher zu Recht Topologien genannt werden). Genauer zeige, dass

(i) auf R das System O bestehen aus allen Intervallen der Form (—oc0,a) mit @ € R
beliebig zusammen mit ) und R und

(i) das System Oco := {A C X| X \ A endlich} U} auf einer beliebigen Menge X
tatséichlich Topologien sind.

Topologien auf endlichen Mengen.
Wieviele Toplogien gibt es auf einer Menge X, die

(i) kein Element (also X = ()

(ii) ein Element
(iii) zwei Elemente
hat und wie sehen diese aus?
Vergleich von Topologien 1 (vgl. Vo. Bem. 2.6).
Zeige, dass die in Vo. Bem. 2.6 definierte Relation < auf der Menge aller Topologien auf
einer fixen Menge X

01§(92 :(:>(91§(92

eine Ordnung aber keine Totalordnung definiert.
Tipp: Fiir ein Beispiel nicht vergleichbarer Topologien empfiehlt es sich Aufgabe 11(iii)

genauer anzusehen.

Vergleich von Topologien 2.
Zeige, dass auf R

(1) OK] < OCO < 01’1 < Odis7
(ii) OKI <0 <0Op< Odis und
(i) O ist mit Oco unvergleichbar
gilt. Dabei sind (vgl. Vo. Bsp. 2.4, 2.5) Oy, Oco, On und Oy;4 die Klumpen-, die kofinite,

die natiirliche respektive die diskrete Topologie und die Topologie O« in Aufgabe 10 (i)
definiert.

Topologie via abgeschlossene Mengen.

In Vo. Def. 2.3 haben wir Toplogien durch die Vorgabe des Systems der offenen Men-
gen definiert. Alternativ dazu kann eine Topologie auch durch Vorgabe des Systems der
abgeschlossenen Mengen definiert werden. Zeige dazu den folgenden Satz.

Sei X eine Menge und A ein Teilsystem von 2% mit den Eigenschaften

(Al) e Aund X € A
(A2) Beliebige Durchschnitte von Mengen in A liegen wieder in A.
(A3) Endliche Vereinigungen von Mengen in A liegen wieder in .A.

Dann ist

O:={X\ A Aec A

eine Topologie auf X. A ist genau die Familie der abgeschlossenen Mengen in (X, O) und O
ist die einzige Topologie mit dieser Eigenschaft.
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15. Basen in metrischen Rdumen (vgl. Vo. Bsp. 2.10).
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir betrachten die Topologie O := {O C X|Vz € O 3B.(x) C
O} (vgl. Vo. Bsp. 2.4). Zeige

(i) Die offenen e-Kugeln B.(z) (z € X, € > 0) bilden eine Basis der Topologie.
(ii) Die offenen 1/k-Kugeln By, (x) (z € X, k € N) bilden eine Basis der Topologie.

16. Abzihlbare Basis fir den R™. (vgl. Vo. Bsp. 2.10)
Wir betrachten (R™,0,,). Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass es eine abzihlbare Basis
fiir diese Topologie gibt. Unter Verwendung von Aufgabe 15 (ii) zeige, dass die offenen 1/k-
Kugeln Bj i (z) mit rationalen Mittelpunktskoordinaten (d.h. z = (z1,...,2,) mit z; €
Q V1 < i < n) eine Basis bilden. Jede dieser By () ist also durch n + 1 rationale Zahlen
bestimmt und daher ist {B;/,(z)| z = (21,...,2,) € Q", k € N} eine abzéhlbare Basis fiir
(R™, Op).

17. Subbasis fir R.
Zeige, dass die Intervalle

Sk = {(—00,a), (a,00)| a € Q}

eine Subasis fiir die natiirliche Topologie auf R bilden.

18. Bouztopologie (vgl. Vo. Bsp. 2.15(ii)).
Seien (X;,0;) (i € I, I beliebig) topologische Rdume. Das (in Vo. Bsp. 2.15(ii)) angegebene
System
Bpox = {ILicrYi| Yi € O; beliebig }

erfiillt die Eigenschaften (B1) und (B3) aus Vo. Satz 2.11 und ist daher Basis einer Topologie
auf HiGIXi~

19. Grundeigenschaften von Umgebungsbasen.
Beweise den Satz 2.24 aus der Vo., d.h. beweise, dass in jedem topologischen Raum (X, O)
fiir ein System von Umgebungsbasen W, (z € X) die drei Eigenschaften

(UBl) VW eW,: zeW
(UB2) VWi, Wo e W, W3 €W, : W3 C W1 NW,
(UB4) YW € W, 3V €W, : VCW undVy eV 3W, e W, : W, C W.

gelten.

20. Umgebungsbasen fiir metrische Rdume (vgl. Vo. Bsp. 2.26(ii)).
Zeige, dass in einem metrischen Raum die e-Kugeln um x eine Umgebungsbasis bei z fiir die
(von der Metrik induzierte—vgl. Vo. 2.4(i)) Topologie sind.

21. Niemytzki-Raum (vgl. Vo. Bsp. 2.26(iii)).
Zeige, dass die im Bsp. 2.26(ii) in der Vorlesung angegebenen Umgebungsbasen W, fiir die
Niemytzki-Topologie auf der oberen Halbebene taséichlich die einschligigen Eigenschaften
(UB1)—(UB4) erfiillen (und somit auch in diesm Fall zu Recht von einer Topologie gesprochen
werden kann).

22. Abschluss (vgl. Vo. Beob. 2.36).
Zeige, dass fiir eine Teilmenge A eines topologischen Raumes (X, O) gilt.

(i) A=AU0A
(i) 0A = AN Ac
23. Charaktersisierung des Abschlusses (vgl. Vo. Prop. 2.89). -
Beweise Proposition 2.39 aus der Vorlesung also, dass der Abschluss A einer beliebigen

Teilmenge A des topologischen Raumes (X, Q) die kleinste abgeschlossene Menge ist, die A
enthalt.
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24.

25.

26.

27.

28.

Eigenschaften des Abschlusses (vgl. Vo. 2.40).
Beweise Proposition 2.40 aus der Vorlesung, also folgende Eigenschaften des Abschlusses
einer beliebigen Teilmenge A des topologischen Raumes (X, O).

e =p0X=X

e ACB = ACB

e AUB=AUB

A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A.

« A=A

Kugeln und Sphdren in metrischen Rdumen.
Sei (X, d) ein metrischer Raum, 2 € X und € > 0. Die Sphéren S, (z) und die abgeschlossenen
Kugeln K, (x) sind definiert als

Se(x) :={y € X| d(z,y) = ¢} und K.(z):={y € X[ d(z,y) <e}.

Zeige, dass alle S¢(z) und auch alle K. (z) abgeschlossen sind.

Hinweis: Zeige zunichst, dass das AuBere der offenen e-Kugel offen ist.

Rand und Abschluss der e-Kugeln im diskreten metrischen Raum.
Sei X eine mindestens zweipunktige Menge und d die diskrete Metrik auf X.
(i) Bestimme fiir ¢ > 0 und « € X die Mengen B.(z) sowie Sc(x) und K.(z) (siehe
Definitionen in Aufgabe 25.)

(ii) Zeige, dass die von d auf X (gemé&fl Vo. Bsp. 2.4(i)) induzierte Topologie die diskrete
Topologie ist.

(iii) Vergleiche Si(x) mit 0B;(z) und Ki(x) mit By (z). Inwiefern unterscheidet sich die
Situation hier von der (vertrauten und anschaulichen) Situation in (R™,dg)?

Vereinigung und Inneres; Duchschnitt und Abschluss.
Seien A und B Teilmengen des Topologischen Raumes (X, Q). Finde Formeln (analog zu
Vo. Prop. 2.34(iv) bzw. 2.40(iv)) fiir

(i) (AU B)° und

(i) AN B.
Klére die jeweilige Situation vollsténdig inklusive allfilliger Beweise und Gegenbeispiele—
und zwar moglichst radikaler (das geht schon in (R, O,)!).

Niemytzki-Raum, Teil 2.

Erstelle eine ausfiihrliche Fassung des Beweises (vgl. Vo. Beweis von Thm. 2.54, Kor. 2.55),
dass der Niemytzki-Raum separabel ist, aber nicht AA2 und daher auch nicht metrisierbar
(dh. seine Topologie nicht von einer Metrik induziert sein kann).
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3 Konvergenz

29. Konvergenz in einfachen Fdllen.
Wie sehen konvergente Netze in topologischen Rd&umen mit
(i) der Klumpentopologie und
(ii) der diskreten Topologie
aus?

30. Abschluss via Netze (vgl. Vo. Satz 3.10).
Beweise Satz 3.10(ii) aus der Vorlesung, d.h. zeige dass

A= {z € X| I Netz (z)), in A:z\ — x}.

31. Topologie der punktweisen Konvergenz.
Ziel der folgenden (langen) Aufgabe ist es zu zeigen, dass die punktweise Konvergenz von
Funktionen nicht durch eine Metrik beschrieben werden kann. Genauer: die Topologie der
punktweisen Konvergenz von Funktionen von R nach R ist nicht durch eine Metrik induziert
(vgl. Vo. 2.4(i)).

Wir betrachten den (reellen) Vektorraum der reellwertigen Funktionen auf R, also
F={f:R—=R}

und definieren darauf eine Topologie O mittels Vorgabe einer Subbasis (vgl. Vo. Satz 2.13.)
St,a,b, Wobei fiir ¢t,a,b € R mit a <b

Stap:i={f €F|a< f(t) <b}.

(i) Zeige, dass der Name ,,Topologie der punktweisen Konverenz’ gerechtfertigt ist, d.h.
zeige, dass eine Folge von Funktionen (f,), genau dann punktweise konvergiert, wenn
sie in (F, O) konvergiert.

(ii) Zeige dass die konstante Funktion f(z) =1 Vz € R im AbschluB A der Menge

A:={f € F| f(z) # 0 fir nur endlich viele =}

liegt.

(iii) Zeige, dass es keine Folge (fy,), in A gibt, die gegen f konvergiert. (Hinweis: Sei Cp
die (endliche!) Menge aller € R, fiir die f,,(z) # 0 gilt und betrachte die Umgebung
St,1/2,3/2 von f fiir ein t mit ¢ ¢ Ur—, Cn.)

(iv) Zeige, (F, O) ist nicht AA1 und daher auch nicht metrisierbar. (Hinweis: verwende die
Charakterisierung des Abschlusses in metrischen Rdumen analog zu Vo. Satz 3.10(ii).)

(v) Als Draufgabe konstruiere ein Netz in A, dass gegen f konvergiert. (Ein solches muss es
ja wegen Vo. Satz 3.10(ii) geben! Hinweis: Betrachte die gerichtete Menge A = {M C
R|M endlich} mit C und das Netz fj, die charakteristische Funktion von M € A.)

32. Charakterisierung von Ty-Rdumen (vgl. Vo. Bem. 3.22(ii)).
Beweise Bemerkung 3.22(ii) aus der Vorlesung, also, dass ein topologischer Raum genau
dann das Trennungsaxiom 77 erfiillt, falls alle einpunktigen Mengen {x} (oft auch Singletons
genannt) abgeschlossen sind.

33. Trennungseigenschaften der kofiniten Topologie.
Sie X eine unendliche Menge. Zeige, dass die kofinite Topologie (vgl. Vo. 2.4(v) bzw. Aufgabe
10(ii))
Oco :={AC X| X \ A endlich} U {0}
die Trennungseigenschaft 77 besitzt, aber kein Hausdorff Raum ist und liefere so die Details
zu Vo. 3.23(ii) nach.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Charakterisierung von Ty-Rdumen (vgl. Vo. Bem. 3.22(iv)).
Beweise Bemerkung 3.22(iv) aus der Vorlesung, also, dass ein topologischer Raum (X, O)
genau dann das Trennungsaxiom T erfiillt, falls

YV U € O VA abgeschlossen mit ACU IV €OQ:ACVCVCU

gilt, also zwischen jede abgeschlossene Menge in einer offenen eine weitere offene Menge
passt, sodass sogar ihr Abschluss noch in der ersten offenen Menge liegt (Skizze!).

Stetigkeit

Stetigkeit in einfachen Fillen.
Zeige, dass f : (X,0x) — (Y,Oy) auf jeden Fall stetig ist, falls Ox = 2% oder Oy die
Klumpentopologie ist.

Stetige Abbildungen nach R.

Sei f: (X,0x) = (R,0,,) stetig. Zeige, dass fiir beliebige a,b € R die Mengen U = {z €
X: fl)>a},V={zeX: flz)<bund W ={z € X : a< f(z) < b} offen und die
Mengen A={zx e X: f(z)>a},B={xeX: fx)<b},C={zeX: a<f(z) <b},
und D ={z € X : f(x)=a} abgeschlossen sind.

Umformulierungen fir Stetigkeit (vgl. Vo. Satz 4.4).
Beweise Satz 4.4 aus der Vorlesung, d.h. zeige dass eine Abbildung f : (X,0x) — (Y, Oy)
genau dann stetig ist, wenn eine der folgenden (daher fiquivalenten) Bedingungen gilt.

(i) Vee X: Ue Uiz = fﬁl(U) €U,
(d.h. Urbilder von Umgebungen sind Umgebungen)

(ii) VA C Y abgeschlossen ist f~1(A) abgeschlossen in X
(d.h. Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen)

Stetige Abbildungen in einen Hausdorff-Raum.

Seien f,g stetige Abbildungen von einem topologischen Raum X in einen Hausdorff-Raum
Y. Zeige, dass die Menge {x € X : f(x) = g(x)} abgeschlossen ist. Weiters zeige, dass falls
f und g auf einer dichten Teilmenge von X iibereinstimmen, dann gilt schon f = g.

Lemma von Urysohn (vgl. Vo. Satz 4.14, 4.16).
Verwandle die Beweisskizze 4.16 fiir das Lemma von Urysohn in einen wasserdichten Beweis.
(Hinwets: [J], VIIL§2).

Metrische Rdume sind normal.
Liefere die Details des ersten Beispiels in Vo. 3.22(vi) nach. Genauer, zeige, dass jeder
metrische Raum (X,d) die Trennungseigenschaft Ty besitzt. (Als Th-Raum (Vo. 3.20(i))
erfiillt X auch 77 (Vo. 3.22(i)) und ist somit per definitionem normal, falls er Ty erfiillt.)
Hinweis: Verwende Vo. 4.15 und betrachte fiir die abgeschlossenen disjunkten Teilmengen A
und B von X die Funktion Ao A
.

(z,A) +d(X,B)

Dabei ist d(z, A) := inf{d(z,a) | a € A} der Abstand von x zur Menge A.
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41.

42.

43.

44.

45.

Spurtopologie, Initiale und Finale Topologie

Eigenschaften der Spurtopologie (vgl. Vo. Prop. 5.4).
Beweise Proposition 5.4 aus der Vorlesung, d.h. zeige folgende Eigenschaften der der Spur-
topologie O|y auf der Teilmenge Y des topologischen Raumes (X, O).

HUel © IWeld,: U=WnNY

(ii) A abgeschlossen bzgl. Oy < 3 B abgeschlossen bezgl. O: A= BNY
(ii) VACY: AY = AXnYy

(iv) Sei (z))x ein Netz in Y und z € Y, dann gilt

xx — z bzgl. Oly & a2\ — x bzgl. O

(v) [:(X,0x) = (Z,0z) stetig = fly : (Y,0y) = (Z,0z) stetig

Innerers, Auferes, Rand, Héiufungs- und isolierte Punkte (vgl. Vo. Bem. 2.48).

Betrachte als topologischen Raum X = [—1,2]U{3} mit der Spurtopologie von (R, O,,). Zeige
fiir eine geeignete Teilmenge A C X, etwa A = (0,1] U {2} U {3}, dass sdmtliche mogliche
Teilmengen der von A, A¢, A, Isol(A), A induzierten Partition (vgl. Vo. 2.48) nichtleer
sind. Gib fiir jede der Teilmengen einen ihrer Punkte an.

Spurtopologie im Niemytzki-Raum (vgl. Vo. 2.26(iii)).
Wie sieht die von der Niemytzki-Toplogie induzierte Toplogie auf der z-Achse aus?

Vererbung topologischer Eigenschaften.
Eine Eigenschaft (E) eines toplogischen Raumes (X, Q) heifit ,,erblich” falls sie mit (X, O)
auch jeder Teilraum (Y, Oly) hat. Zeige

(i) AA1 und AA2 sind erblich, Separabilitdt ist nicht erblich (Hinweis: Aufgabe 43).
(ii) Separabilitéiit vererbt sich auf alle (Y, O]y ) mit YV offen in X.

Produkttopologie.
Seien (X;,0;) topologische Riume (i € I), pr, die Projektion von X := Il;c; X; auf X
(keI; pry : (x;); = x) und (Y, Oy) ein weiterer topologischer Raum.

Zeige, dass eine Abbildung f : Y — X genau dann stetig bzgl. Oy und der Produkttopologie
auf X ist, wenn alle prj, o f stetig sind.

Anmerkung: Die pry o f sind gerade die ,,Komponentenfunktionen” f; von f, wenn die
Schreibweise f(y) = (fi(y)); verwendet wird. Obige Eigenschaft ist neben Vo. Prop. 5.12
gerade der ,,Witz” der Produkttopologie! Uberlege, was beim Beweis schiefgeht, falls X
statt mit der Produkttopologie mit der Boxtopologie versehen wird.
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